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Lineare Differentialgleichungen

» Uberprtfen, ob tberhaupt linear

» Immer erst die zugehorige homogene Diff.-Gleichung I6sen, dann eine
spezielle Losung finden

Py =yn+Yo
(homogene Ldsung + spezielle Losung)
—>allgemeine Losung (mit Konstanten)

» bei eingesetzten Anfangsbedingungen:
spezielle Losung
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linear, homogen, 1. Ordnung

» kein allgemeines Verfahren, nur fur Spezialfalle

» Wenn y' = g(x) = h(y) dann durch Trennung der Variablen und
anschliel3ende Integration

; dy, dy _
Ersetzen von y' durch o) g(x)dx
& [ = [ g(x)dx und Auflésen nach y

h(y)

> Wenny' +a(x)*y=0:y=cxel adx
da: y’ = —y * a(x)
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linear, inhomogen, 1. Ordnung

» Wenny' +a(x)«y = f(x)dannisty =y, + y,:
> y, ist die Losung der zugehdrigen homogenen Dgl.
> vy, ist eine spezielle Losung:

Yo = C(x) x e~ 4@dx ¢ (x) = jf(x) « e al)ax gy

» Wiederholung: Integration durch
» Substitution (z.B. von [ a(x) dx)

> partielle Integration (f (x) ist in der Regel abzuleiten)
» Partialbruchzerlegung (hier i.d.R. nicht benétigt)
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linear, inhomogen, 1. Ordnung Spezialfalle

»y'+alx)xy=f(x) mta(x) = a:
y' +axy=f(x)
hat die homogene Losung y = ce™ ™

» abhangig vom Typ von f(x) ist y,

Rechte Seite f(x) Losungsansatz y,

Polynom vom Grad n = 0: y.=c, x"+..+¢,x+c,.
flx)=a x"+..+ax+a,,a #0

f(x) = A sin(ox) v, = C,sin(ox) + C, cos(mx)
oder oder

) = B cos(ex) v, = C sin(ex +¢)

oder

f(x) = A sin(ox) + B cos(@x)

C xexp(bx) .fallsb=-a

f(x) = A exp(bx) {C exp(bx) ,fallsb=-a
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linear, homogen, 2. Ordnung

» Form: y" +ay’"+ by =0
» Darstellung als quadratische Gleichung:
A>+al+b=0
» Losen der Gleichung: 1; und A,
> /11 * /12::)7 = Cleilx + CZeAZx
> /11 = /12::)7 = (C]_.x + Cz)ellx
> /11 /\/12 e R:/ll’z = ai Lw
y = e (C; sin(wx) + C, cos(wx))
» C,C, ER
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linear, inhomogen, 2. Ordnung

» abhangig von 1; und A,
> Al * Az:yh - Cle)llx + Cze)lzx
_ —exp(A,X)
?"2 — }"1
> AO = /11 — /12:yh == (Clx + Cz)e/llx
=-exp (%) [xexp(=h ) f(x)dx +xexp(heX) [exp(—ex) £(x)dx

> /11 /\/12 e R:/‘{l,z = o i LW
y, = e'*(Cy sin(wx) + C, cos(wx))

[ew(-2 0100 + P fep (3 £ d

2

= é exp(ox) sin(mx) I exp (—ox) cos(mx) f(x)dx

- % exp(ox) cos(mx) I exp(—ox)sm(mx) f(x)dx

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 8



Medizinische Informatik A ':.I.% F F N

Universitat Heidelberg e ol
Vig
Hochschule Heilbronn G 3'; HOCHSCHLI;II_EBiE)“l:I?\IRCL)J';'I\‘VERSITY

linear, inhomogen, 2. Ordnung

» einfachere Spezialfalle auf S.XXX

Rechte Seite f (x) Losungsansatz y
[. Polynom vom Gradn {(X)= pa(x) q, (x) b=0
y. =1Xq,(X) ,a#0,b=0
x’q, (x) ,a=b=0
II. f(x)= A exp(cx) 1) c 1stkeine Losung der charakteristischen
Gleichung

vs = B exp(cx)
2) c 1steinfache Losung der
charakteristischen Gleichung
Vs = B X exp(cXx)
3) c ist doppelte Losung der
charakteristischen Gleichung
v, = B x* exp(cx)
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f(x) = A sin(®x) + A, cos(mXx)

Rechte Seite f (x) [osungsansatz vy,

III. {(x) = A sin(®x) 1) 1o 1st keme Losung der charaktistischen
oder Gleichung
f(x) = A cos (0x) ys = Bisin(®x) + B; cos(mx)
oder ODER

Vs = B sin(ox + o)

2) 1o 1st Losung der charaktistischen
Gleichung
Vs = X (B sin(®x) + Bs cos(mx))
oder
yvs = B X sin(ox + @)

IV. {(x) = pu(x) exp(cx) sin(®x)
oder
f(x) = pu(x) exp(cx) cos(mx)
oder
f(x) = pu(X) exp(cx) sin(mXx)
+p, (x) exp(cx) cos(®x)

= exp(cx) (pu(X) sin(x)+p, (X) cos(mx))

l)c +1m 1st keine Losung der
charakteristischen Gleichung

Vs = exp(cx) (qu(X) sin(mx) + 1,(X) cos(mx))

2) ¢ + 1o 1st einfache Losung der
charakteristischen Gleichung

Vs = X-exXp(cX) (qu(X) sin(®x) + 1y(X) cos(mx))

3) ¢ + 1o 1st doppelte Losung der charakt.
Gleichung (kann nur dann der Fall sein,

wenn o =0 1st)
Ve = x? Tp(X)- exp(cx)
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allgemeines Vorgehen

» Art der Differentialgleichung erkennen
> linear

» homogen
» QOrdnung

» homogene Losung mit Formel bestimmen

» falls inhomogen: Spezialfall? > Formel anwenden
ansonsten allgemeine LOosung verwenden
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Ubung

» Losung der Gleichung: 2y" — 16y’ + 32y —10x = 0
» y" —8y' + 16y = 5x

8+, (64—64) 4

» Homogen: A, , = > =
yn = (C1x + Cy)e**

» Spezielle Losung: Polynom vom Grad 1
Ax + B:0 — 84+ 16Ax + 16B = 5x

5 5
16A =5 —>A—E,8A—16B—>B—§

> Gesamt:y =y, + v = (Cix + Cp)e*™ + % + %
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Ubung

» Gleichung: y"" — 5y’ + 6y = e3*(2x — 1)

13



Medizinische Informatik { & F F N

Universitdt Heidelberg

Hochschule Heilbronn 4§ HOCHSCHULE HEILBRONN

HEILBRONN UNIVERSITY

Schwingungen = periodische Funktionen

ol f(x) =A*sin(2nfx + @)
mit Frequenz f =%

T
¢ =5 =axcos(2mfx)  Amplitude A
Phasenverschiebung ¢
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periodische Funktionen

?E'_
I
2
. . . L x
ix ix T ix ix
T2 lﬂ_z -To- 2 T 2 T 3
_r
St
_R’_

—

T T-periodische Funktion
fx+nT)=f(x) mtneZ

Funktionen lassen sich periodisch fortsetzen
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Umrechnung

» Spektraldarstellung
> f(x) = A*xsin(2ufx + @)
» Umformen mit Additionstheoremen in
Fourierdarstellung
» f(x) =axcos(2mfx) + b = sin(2nfx)
mit a = Asin(g) und b = A cos(¢p)

A= ()] =P F @
a = Asin(¢)

S @ = arcsin(%)

oder allgemein:

Q= arctan(%) a>0,b>0
@ = arctan (%) +m,b<O0

wenng =0=>a=0&b=A

a
@ = arctan|—-)+2m,a<0,b <0
wenn<p=§=>a=,4&b=o (b)

(entspricht Umrechnung
bel komplexen Zahlen)
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Fourierreihe (Uberlagerung von Schwingungen)

> flx) = +Zn (a, cos(L )+b sm(—x))

» Und den Fourier-Koeffizienten:
»oa, = fL:faf(x)cos(—x) dx

fL:f f(x) sm(— x) dx
» Fourierreihe von f: f(x)~ 70 + ...

» Stellt die Funktion eventuell nicht an allen Stellen dar.
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Fourierreihe = Funktion?

1
Fr(0) = 5% (FG) + ()

> X

Wenn sie an x, stetig ist
(Grenzwerte und Funktionswert gleich)
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Medizinische Informatik [ L .Iﬁ F F N

Universitat Heidelberg : ?,E HOCHSCHULE HEILBRONN
Hochschule Heilbronn % . v

HEILBRONN UNIVERSITY

gerade / ungerade Funktionen

» wenn f eine gerade Funktion ist: b,, = 0

» Gerade: f(x) = f(—x)

» sin wlrde dafir sorgen, dass die Funktion nicht mehr gerade ist = nur cos-Anteile
» wenn f eine ungerade Funktion ist: a,, = 0

» Ungerade: f(x) = —f(—x)

> cos wurde dafir sorgen, dass die Funktion nicht mehr ungerade ist - nur sin-Anteile
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Fourierreihe - Vorgehen

» Gerade, ungerade Funktion? -> a, oder b, O

» a, und b,, (bzw. c,) bestimmen und eventuell vereinfachen

» In die allgemeine Fourierformel einsetzen

» Wenn gefordert bei nicht stetigen Stellen auf Konvergenz priifen

20
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Ubungen

&
0.6 T
04T

02T

0.2 “ X
-0.4 1
06T

-0E T

1,x € [—1,1]
—-1,x € (1,3)°
« Wo konvergiert die Fourierreihe gegen die Funktion, wo nicht?

« Fourierreihe der Funktion f(x) = { x € [—1,3)

21
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Folgen im R"™

80

» Jedemk e Nisteinx =| : |zugeordnet.
(k)
xTL

Kurz ()
» Konvergenz: Die Folge konvergiert, wenn alle Koordinatengleichungen konvergieren

(k)
Xq a
» = : |konvergiert gegen ( 5 ) wenn x; gegen a,, x, gegen a,, ..., x, gegen as konvergiert
(k) a
Xn n

» Eine Folge kann maximal einen Grenzwert haben
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Koordinatensysteme
» Polarkoordinaten (im R?)

Darstellung von kartesischen
Koordinaten durch r (= 0) und den
Winkel ¢ € [0,2m)

= |G- , 20
x =rcos(p)

S @ = arccos(é)
y = rsin(p) \
S @ = arcsin(%) \
oder allgemein:

Q= arctan(g) ,y>0,x>0

—

(@ = arctan (%) +m1,x<0

Q= arctan(%) +2m,y<0,x<0

(entspricht Umrechnung bei
komplexen Zahlen)
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Koordinatensysteme

X

» Zylinderkoordinaten (im R3) { y
Z
» Wie Polarkoordinaten x,y — r, ¢

» Dritte Koordinate bleibt erhalten z - z
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Koordinatensysteme

» Kugelkoordinaten

X
(im R?) (y)
Z

X

)
z

» tan(g) =

» cos(8) = .

» x =rsin(0) cos(p)
» y = rsin(0) sin(¢)
» z =1cos(h)

> or =

IN %
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Funktionen vom R™ nach R

» Definitonsmenge D c R?
» Wertemenge W = W(f) = {f(x)|[x e D} c R

» Punkten aus D wird ein Funktionswert (eine Zahl) zugewiesen
» z.B. f:R? - R: x und y wird die Hohe z zugewiesen
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Grenzwert

» Eine Funktion f: U\{x,} —» R hat den Grenzwert ¢, wenn fir jede Folge, die
gegen x, konvergiert, gilt:
lim f(x®)) =¢

k—oo

» Das muss fir jede Folge erfiillt sein!
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Extremwertaufgaben - Vorgehen

» Funktion einmal nach allen Variablen ableiten (Gradient bestimmen)
» Mogliche Extremwerte: grad f(%) = 0

»  Minimum, Maximum oder Sattelpunkt
» Entscheidung Uber 2. Ableitungen
| df df
» Hessesche Matrix /

» Hauptminoren alle pos. R dxl.dxl dxl.dxn
Positiv definit > Minimum Hf (x = : | :

» Hauptminoren pos., neg., pos., ... af df
Negativ definit > Maximum dxndxl dxndxn

» Indefinit: Sattelpunkt
Semidefinit (0): keine Aussage

v

28



Medizinische Informatik
Universitdt Heidelberg
Hochschule Heilbronn

#/7 HOCHSCHULE HEILBRONN
HEILBRONN UNIVERSITY

Kettenregel

> h=foge f(g(®)mitg: R! - R, f: R™ - R™
» Fur die Jacobische Funktionalmatrix von h gilt:
» Dp(X) = De(X) * Dy(X)

» ,aulRere Ableitung mal innere Ableitung*
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delete x,y,z;

f 1= (X,Y,2Z) -> X"2+x*¥y"2+z72%x;
gradient(f(x,y,z),[x,y,2]);
hessian(f(x,y,z), [x,y,z]);

linalg::isPosDef(Matrix)
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Ubungen

» Relative und absolute Minima und Maxima & Sattelpunkte der Funktionen
» fi(x,y) = sin(x +y)
> foly) =x%y? -yt x
> f3(6,y) = 6x + 3y? — 0.1x2 — - y*
> fo(x,y,2z) = 2sin(x) + xz% + 5y

31
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Integralrechnung im R"

» Wiederholung: Integrale im R?
> Integral entspricht Flacheninhalt (im Regelfall)
» Komplexere Funktionen wurden durch Rechtecke angenahert

> R3
» Integral entspricht Volumen
» Komplexere Funktionen werden durch Quader/Objekte im R® angenahert
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Wiederholung Integrationsmethoden

» Substitution
» Vor allem, wenn durch die Ableitung einige Teile rausfliegen kbénnen
» z.B. Stammfunktion von f;(x) = sin?(x) * cos(x)

» Partialbruchzerlegung
» Bei Quotienten mit nicht-linearen Briichen

» z.B. fr,(x) =

1
x2-1

» partielle Integration
» z2.B. f3(x) = x * sin(x)

» Siehe https://tutorium.sisch.website/presentation.php?content=inteqralrechnung

33
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Flachenelement 2

» Bei kartesischen Koordinaten: Rechteck

» Bei Polarkoordinaten: Kreisbogen

» Wichtig: Zum Ausgleich notwendig
»dxdy - rdrde
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Dreifachintegrale

> Integrale Uber ein Volumen
» dV: Volumenelement, in Kartesischen Koordinaten: dxdydz
> Beispielsweise

_ (b y2(x) Z2(x,y)
Wy Feey,DdCey,2) = [, [;25 0 o=z, Gy F O v, 2)dz dy dix

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 35
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Zylinderkoordinaten

» Wie Polarkoordinaten, aber mit z-Komponente
» Variablen: ¢,r,z 2 dV =rdr de dz
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Kugelkoordinaten

» Angabe von ¢, 0,r
» Volumenelement dV = r2sin(0) dr d¢ db

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 37
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EEEEEEEEEEE BUSINESS INFORMATICS

Integral des Bereichs Uber x
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Ubungen

» Volumen dieses Gebildes:

Radius der Kugel: 1
0

Mittelpunkt der Kugel | 0

3
Kegelspitze = Mittelpunkt der Kugel

Radius der Bodenplatte des Kegels: 1
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Ubungen
[ [ x%dA

B: von den Funktionen
eingeschlossener Bereich
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Kurven im R"

X1
» Normal: Funktion f || - | |,a; < x; < b;
xn

» Anschaulich: Einem x-Wert kénnen mehrere y-Werte zugewiesen werden

( f1 () )
» Formal: K =<{x € R*|[x = f(t) = JtEI

\ f n.{t) )

» K ist die Kurve, f die Parameterdarstellung der Kurve

'
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Normale Funktionen als Kurve

» Wie stellt many = e*, x € [0,2] als Kurve dar?

f1(t)
> K=<x€eR"x=f(t)= JtEI

fa®
2= () = ().t € [02]]

>K={9?ER2

» QOder auch K = {9? € R?

S _ (2t

X = f(t) — (eZt)it € [011]}
» - Parameterdarstellung nicht eindeutig!

» Unterschied, ob von a nach b oder umgekehrt
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Bogenlange

L(K) = 1S ﬁ(t)
b &

a —
N
=> Integral Uber Betrag der Ableitung
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Bogenlange: einfachere Spezialfalle

» Kartesische Funktionsdarstellung

> Fur eine Kurve in der Form f(x) = (fécx)),a < x < b qilt:

> S=f:\/1+(f’(x))2dx

» Polardarstellung

2 2. (x(@)\ _ (r(¢) cos(p) .
> f=fle) = ()’(<P)) = (r(<p) sin(cp)) ,wobeir=r(p),a<@p<bh

b 5= 2 [G@) + (@)’ do
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Ubung Bogenlange

x%,x € [0,2]: MUPAD
sin(x),x € [0,2]: MuPAD

> 1)
> f2(x)
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Vektorfeld

» Jedem Punkt einer Menge ist ein Vektor zugeordnet (z.B. eine Kraft)
> Es gibt auch Skalarfelder (jedem Punkt ist ein Skalar (eine Zahl) zugeordnet)

» z.B. Kurve, bei der jedem Punkt der
zugehorige Tangentenvektor zugeordnet ist

£(x) E(y)
h 7N

. . = F2
» Bezeichnung: F = F =

Fy
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Kurvenintegral

» z.B. Arbeit einer Kraft langs einer Kurve
> Arbeit, die man verrichten muss, um entlang dieser Kurve zu kommen

» Berechnung: fKﬁ(a?)dx — f;ﬁ(f(t)) . F'(t) dt, wobei:
» F: Vektorfeld

£y
> f=f= () Parameterdarstellung der stickweisen glatten Kurve K c R"
fn

» Kurvenintegral von F langs der Kurve K.“
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Greenscher Satz

» Kurven, die den Rand einer Flache (R?) reprasentieren, lassen sich auch
als Flachenintegral darstellen

> F(x) = (?),G c U, wobei G mit Rand
2
» Falls G ein geschlossenes Gebiet ist und den Rand beinhaltet
. OF, OF,
§F(x)dx :ﬂ =2 Lld(x,y) = §F1 dx + F,dy
ox 0y
0G G *~ / oG

» Hierbei wird G entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen
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Ubung Kurvenintegral

» Die Kurve hat eine Dreiecksform, sie verlauft zuerst entlang der Geraden
von (0,0) bis (g O), danach entlang der Geraden von (% 0) bis (% 1),
dann von dort zurtick nach (0,0).

— sin x)

» Berechnen Sie das Kurvenintegral tiber dem Vektorfeld F(x,y) = (y ~
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Potential, Potentialfeld

» Gibt es eine Funktion ¢(&), fir das gilt: grad ¢(%) = F, dann nennt man ¢
Potential und F Potentialfeld (konservatives Vektorfeld, Gradientenfeld)

» Wann Potentialfeld?: Lemma von Poincaré (S.155)

Fi o I . . s .
> Falls %(x) = a_i(x) gilt far alle i,j, und U sternférmig, dann ist F' ein Potentialfeld
j {

» Potentialfunktion durch Integration: zu beachten sind die freien Variablen

» Die entstehende Integrationskonstante wird zu einer Funktion, die von den anderen
Variablen abhéngen kann
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Ubungen Potentialfeld

. 2x + y*
»IstF=( 2xy |einPotentialfeld?

Z

2
> Ja, mit (%) = x% + xy? + Z;
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Oberflachen

» Flache in Parameterdarstellung allgemein

x(u,v) x(u,v)
> fv)=lywv) |,S=<fwv)=y@wv) |;u,veu
z(u, v) z(u,v)

» fist die Parameterdarstellung der Flache
> Entspricht Kurve, nur mit einer Variablen mehr

fu W)X f, W)
|fu (urv) va (urv) |

» Normalenvektor von S im Punkt f(u, v) bezlglich der Parameterdarstellung f

» Wichtig: Normalenvektor: N (u, v) =

» Ist Richtungsabhangig, N* = —N ist ebenfalls Normalenvektor
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Oberflachenberechnungen

» Darstellung der Oberflache in Parameterdarstellung oder durch mehrere
Parameterdarstellungen (z.B. bei Kugel)

» Einfaches Anwenden der Formel auf S.163
Se1 S= {f(u, V) | (u] c U} eine Fliche im IR®, wobei U c IR’ ecin kartesischer oder
\Y

polarer Normalbereich sei. Dann heilit der Wert des Integrals
J J do = J.J. |f:u (u, v)x i_, (u_, vjl : d(u, V) der ,.Oberflcicheninhalt* oder kurz .. Flcicheninhalt
S u

von S. Ist die Fldche S in sog. ,,expliziter* Form dargestellt, d. h. ist S das Schaubild einer stetig
u
» Sonderfalle beachten differenzierbaren Funktion g: U — IR, d.h. S= f“(u,v)[ \% } {u] c U}, dann
Y
g(u.v)

2 2
gilt fiir den Oberfldcheninhalt: J J do = H ‘j 1+ (%] + (%) -d(u,v).
g t ou ov
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Oberflachenintegral

» Bei Oberflachenintegral genau das gleiche (S.165)

Sei S IR’ eine Fliche dargestellt durch die Parameterdarstellung f :U—IR® miteinem
Normalbereich U IR®. Sei G:S — IR eine stetige Funktion. Dann heif3t das Integral

I I Gdo = I J. G(f (u,,v))-“F11 (u,v)x £, (u, Vj‘ -d(u,v)

S
das ,,Oberflcichenintegral von G iiber der Fldche S*.

» Lasst sich bei expliziter Form genauso vereinfachen wie Oberflacheninhalt
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Ubungen

» Oberflachenintegral des folgenden Zylindermantels Uber x? + y?

h=4
Mittelpunkt der Bodenplatte: Ursprung
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Flussintegrale

» Auch ,nur” bestimmtes Oberflachenintegral

» Richtung beachten! (+/-)

» Oft durch Gaul3schen Satz berechenbar

» Berechnung mit Bemerkung auf S. 169
H (F- Ng)do = iﬁ (F(f(u,v)) : (fu (u,v)x fv (u,v))-d(u,v). Das Vorzeichen + gibt
S u

die Richtung des Normalenvektors an. Mochten wir das Flussintegral
aus der Flache heraus (bzw. hinein) berechnen und zeigt der Normalenvektor

ty(u, v)xty(u,v)
f (uv)xf,(u, Vj‘

heraus), so ist N(u,v) durch - N(u,v) zu ersetzen,

I:I(u, V) = in die falsche Richtung, d.h. in die Flache hinein (bzw.
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Gaufdscher Satz

SATZ 1: (DER GAURSCHE SATZ)
Essei BC IR’ ein abgeschlossenes Gebiet , das von einer geschlossenen Fliche S berandet

wird. Essei F:B—IR> cin stetig differenzierbares Vektorield. N sei der auf S FuBere
(d.h. nach aul3en gerichteter) Normalenvektor. Dann gilt:

ﬂ (F'N)dG:III div F(x,v,2)d(X,V,2).
S B

» wichtig
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Ubungen

» Fluss aus dem Kegel

x2

mit F = y?

Z2

» Fluss in den unteren
Einheitshalbkreis (M Py:0)

g
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Quellen

> Erstellt von Simon Schweizer im Rahmen des Analysis 2 —Tutoriums der
Medizinischen Informatik an der Hochschule Heilbronn / Universitat
Heidelberg

» Die Grafiken stammen, sofern sie nicht selbst erstellt sind, aus dem
Analysis 2 — Skript von Prof. Dr. Laun, Hochschule Heilbronn
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