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Anwendungen des Analysis 2 - Stoffes

Simulation von lod im Kdrper
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Fig. 1. Compartment model used for simulation of the iodide
metabolism
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Wieso?

» Man hat in der Regel Kenntnisse, wie sich bspw. eine Konzentration
verhalt - ,Abbau proportional zur vorhandenen Konzentration®

» Anderung der Konzentration: ¢’ (t) = % = —r * c(t)

» In diesem Fall noch relativ einfach: Tlt)dc = —r * dt

» Integration: In|c(t)| = —rt + ¢ .
» Auflésen des Ins: c(t) = e "¢ = Lxe™™ -
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Gleichungen zur Bestimmung einer unbekannten
Funktion y

» Allgemein (linear):

an(®)y™ + a, 1 )y + -+ ap(x)y = f(x)
mit beliebigen Funktionen von X a,,

» Wenn f(x) = 0 : homogene Diff.-Gleichung
» nicht linear, wenn z.B. In(y’), y'* oder y * y'

» Ldsung ist eine Gleichung fir y, welche die Diff.-Gleichung flr jeden Wert
von x erfullt

» Wenn y eine Lésung einer homogenen Dgl. ist, dann auch cy,c € R
» Wenn y, und y, Losungen einer homogenen Dgl. Sind, dann auch y; + y,
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Grundsatzliches Vorgehen

» Immer erst die zugehorige homogene Diff.-Gleichung I6sen, dann eine
spezielle Losung finden

Py =yn+Yo
(homogene Ldsung + spezielle Losung)
—>allgemeine Losung (mit Konstanten)

» bei eingesetzten Anfangsbedingungen:
spezielle Losung
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Beispiele
> 0xy' ()% +y(t) =23

»ce(t)=—-rx*xc(t)+1
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linear, homogen, 1. Ordnung

» kein allgemeines Verfahren, nur fur Spezialfalle

» Wenn y' = g(x) = h(y) dann durch Trennung der Variablen und
anschliel3ende Integration

; dy, dy _
Ersetzen von y’ durch o) g(x)dx
& [ = [ g(x)dx und Auflésen nach y

h(y)

> Wenny' +a(x)*y=0:y=cxel adx
da: y’ = —y * a(x)
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linear, inhomogen, 1. Ordnung

» Wenny' +a(x)*y = f(x)dannisty =y, + y,:
> y, ist die Losung der zugehdrigen homogenen Dgl.
> vy, ist eine spezielle Losung:

Yo = C(x) x e~ 4@dx ¢ (y) = j F(x) % el a@dx gy

» Wiederholung: Integration durch
» Substitution (z.B. von [ a(x) dx)

> partielle Integration (f (x) ist in der Regel abzuleiten)
» Partialbruchzerlegung (hier i.d.R. nicht benétigt)
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linear, inhomogen, 1. Ordnung Spezialfalle

»y'+alx)xy=f(x) mta(x) = a:
y' +axy=f(x)
hat die homogene Losung y = ce™®*

» abhangig vom Typ von f(x) ist y,

Rechte Seite f(x) Losungsansatz y,

Polynom vom Grad n = 0: y.=c, x"+..+¢,x+c,.
flx)=a x"+..+ax+a,,a #0

f(x) = A sin(ox) v, = C,sin(ox) + C, cos(mx)
oder oder

) = B cos(ex) v, = C sin(ex +¢)

oder

f(x) = A sin(ox) + B cos(@x)

C xexp(bx) .fallsb=-a

f(x) = A exp(bx) {C exp(bx) ,fallsb=-a
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» Form: y" +ay’'+ by =0
» Darstellung als quadratische Gleichung:
A>+al+b=0
» Losen der Gleichung: 1; und A,
> /11 * /12::)7 = Cle/llx + CZeAZx
> /11 = /12::)7 = (C]_x + Cz)ellx
> /11 /\/12 e R:/ll’z = ai Lw
y = e (C; sin(wx) + C, cos(wx))
» C,C, ER
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linear, inhomogen, 2. Ordnung
werden wir vermutlich nie so anwenden (muissen)
» abhéangig von A, und A,
> A #E Ay, = CeM* 4+ C eteX
—GXP(?» X) exp (A, X)
exp(—A, x)f(x)dx +
y [exp (=2 f(x) - |
> AO = /11 == /12:yh = (Clx + Cz)e/llx

= -exp (A X) Jxe)q)(—kﬂx)f(X)dX +xexp(hyXx) Ie)q)(—kox) f(x)dx

> /‘{1 /\/‘{2 e R:/‘{l,z = o i LW
yn, = e'*(Cy sin(wx) + C, cos(wx))

exp(—4,x)I(x)dx

= é exp(ox) sin(mx) I exp (—ox) cos(mx) f(x)dx

- % exp(ox) cos(mx) I exp(—ox)sm(mx) f(x)dx

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 13



Medizinische Informatik A ':.I.% F F N

Universitat Heidelberg e ol
Vig
Hochschule Heilbronn G 3'; HOCHSCHLI;II_EBiE)“l:I?\IRCL)J';'I\‘VERSITY

linear, inhomogen, 2. Ordnung

» einfachere Spezialfalle auf S.181

Rechte Seite f (x) Losungsansatz y
[. Polynom vom Gradn {(X)= pa(x) q, (x) b=0
y. =1Xq,(X) ,a#0,b=0
x’q, (x) ,a=b=0
II. f(x)= A exp(cx) 1) c 1stkeine Losung der charakteristischen
Gleichung

vs = B exp(cx)
2) c 1steinfache Losung der
charakteristischen Gleichung
Vs = B X exp(cXx)
3) c ist doppelte Losung der
charakteristischen Gleichung
v, = B x* exp(cx)
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f(x) = A sin(®x) + A, cos(mXx)

Rechte Seite f (x) [osungsansatz vy,

III. {(x) = A sin(®x) 1) 1o 1st keme Losung der charaktistischen
oder Gleichung
f(x) = A cos (0x) ys = Bisin(®x) + B; cos(mx)
oder ODER

Vs = B sin(ox + o)

2) 1o 1st Losung der charaktistischen
Gleichung
Vs = X (B sin(®x) + Bs cos(mx))
oder
yvs = B X sin(ox + @)

IV. {(x) = pu(x) exp(cx) sin(®x)
oder
f(x) = pu(x) exp(cx) cos(mx)
oder
f(x) = pu(X) exp(cx) sin(mXx)
+p, (x) exp(cx) cos(®x)

= exp(cx) (pu(X) sin(x)+p, (X) cos(mx))

l)c +1m 1st keine Losung der
charakteristischen Gleichung

Vs = exp(cx) (qu(X) sin(mx) + 1,(X) cos(mx))

2) ¢ + 1o 1st einfache Losung der
charakteristischen Gleichung

Vs = X-exXp(cX) (qu(X) sin(®x) + 1y(X) cos(mx))

3) ¢ + 1o 1st doppelte Losung der charakt.
Gleichung (kann nur dann der Fall sein,

wenn o =0 1st)
Ve = x? Tp(X)- exp(cx)
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allgemeines Vorgehen

» Art der Differentialgleichung erkennen
> linear

» homogen
» QOrdnung

» homogene Losung mit Formel bestimmen

» falls inhomogen: Spezialfall? > Formel anwenden
ansonsten allgemeine LOosung verwenden
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Beispielaufgaben

» Auf unsere Hochschule gehen 8000 Studierende. Es bricht eine Krankheit
aus, die an einem Tag 20% der noch nicht infizierten Studierenden
ansteckt. Zu Beginn (Tag 0) sind 10 Studierende infiziert. Stellen Sie eine
Gleichung auf, die die Anzahl der infizierten Studierenden in Abhangigkeit
der Zeit reprasentiert.

(Entweder allgemein oder mit den Werten)
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Beispielaufgaben Losungen

» S: Anzahl Studierende, h: Anderungsrate (20%)
> S,: Infizierte zu Beginn
» k(t): Kranke an Tag t
» k'(t): Infektionsrate
> k'(t) = h* (S — k(t))
ok(t) +-k'@) =S

» lineare, inhomogene, DGL 1. Ordnung
(NICHT Spezialfall a(x)=a)

» o hk(t)+k'(t) =s+*h

»  Jetzt Spezialfall anwendbar
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Beispielaufgaben Losungen

>k (t) = ce
» eine spezielle Lésung mit f(x) = h = S:

» Ansatz: f(x) ist Polynom vom Grad 0 - k, ist ebenfalls Polynom vom
Grad O = Konstante

» Allgemeine Ldésung der inhomogenen Gleichung:
k(t) = kp(t) + ko(t) =ce ™™+ S
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Beispielaufgaben Losungen

» Spezielle Losung: k(0) = S,
ce M +S=S5,mitt=0
roec+S=S,9c=85,—-S
> ky(t) =(Sg—S)e M +5S Herleitung der Gleichung
: fur beschranktes Wachstum.
» mit Werten:
1
—t

k. (t) = —7990e 75" + 8000 Y

§000 +
4000 +

2000 T
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Fragestellung

i 0\ 8 & 4
0.2
L 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 I 1 1 1
T T T T T T T T T
10 & G 4 2 4

Anteile mit

Periodendauer 27, Phasenverschiebung 0, Amplitude 1 « l
Periodendauer , Phasenverschiebung g Amplitude 0.2

Periodendauer % Phasenverschiebung , Amplitude 0.1 /NSNS N
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Schwingungen = periodische Funktionen

ol f(x) = A*sin(2nfx + @)
mit Frequenz f =%

T
¢ =5 =axcos(2mfx)  Amplitude A
Phasenverschiebung ¢

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 23
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periodische Funktionen

?E'_
I
2
. . . L x
ix ix T ix ix
T2 lﬂ_z -To- 2 T 2 T 3
_r
St
_R’_

—

T T-periodische Funktion
fx+nT)=f(x) mtneZ

Funktionen lassen sich periodisch fortsetzen
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Umrechnung

» Spektraldarstellung
> f(x) = A*xsin(2ufx + @)
» Umformen mit Additionstheoremen in Fourierdarstellung
» f(x) =axcos(2mfx) + b = sin(2rnfx)
mit a = Asin(@) und b = A cos(¢p)

wennpg =0=>a=0&b=2A
wenn g =-=a=A&b=0

sin(x + y) = sin(x) * cos(y) + cos(x) * sin(y)

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 25
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Umrechnung

A= |®)| =VbZ+a?
a = Asin(p)

S @ = arcsin(%)
oder allgemein: b )
Q= arctan(%) .a>0,b>0

_ a a
@ = arctan (3) +mT,b<0 \
<p=arctan(%)+2n,a<0,b<0 \
(entspricht Umrechnung @

bel komplexen Zahlen)

S~
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Ubung
> fi(x) = %sin(Bx) + 2cos(3x)
> fr(x) = —4cos (Sx + %n)

In Spektral- und Fourierdarstellung

f(x) =ax*cos(2nfx) + b * sin(2nfx)
mit a = Asin(¢) und b = A cos(p)

A= (Z) = /b2 + a?
0, =arctan(%) ,a>0,b>0
@ = arctan (%) +m1,b<O0
Q= arctan(%)+2n,a< 0,b<O0
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Medizinische Informatik
Universitdt Heidelberg
Hochschule Heilbronn

#/7 HOCHSCHULE HEILBRONN
HEILBRONN UNIVERSITY

Fourierreihe (Uberlagerung von Schwingungen)

> flx) = +Zn (a, cos(L )+b sm(—x))

» Und den Fourier-Koeffizienten:
»oa, = fL:faf(x)cos(—x) dx

fL:f f(x) sm(— x) dx
» Fourierreihe von f: f(x)~ 70 + ...

» Stellt die Funktion eventuell nicht an allen Stellen dar.
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Hilfen zur Berechnung von a,/b,,

SATZ 1:
Furalle n,m e IN, und L >0 gilt:
|l 0 , fallsn # m
(1 = Icus(Ex)cos(Hx)dx= 1 , fallsn=m=>1
L 3 L L
2 , fallsn=m=20
|l 0 , fallsn # m
@) = [sin(=®sin(—x)dx=41  fallsn=m>1
Ly L L
0 , fallsn=m=0
1 % nm mmn
3 — | sin(—X) cos(—x) dx=0.
(3) L_{ () cos(—=x)
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Medizinische Informatik
Universitdt Heidelberg
Hochschule Heilbronn

#/7 HOCHSCHULE HEILBRONN
HEILBRONN UNIVERSITY

» f(x) =1, 2-periodisch
> f(x)~— >N _.(a, cos ( - ) + b sm(—x))
> Mita, = —f cos(—x) dx => a, = f_l cos(0) dx = 2

> %: Mittelwert der Funktion

. t t } t 1 } } t } } t t
0 1 2 3 4 5 6 7 ] 9 mw 1 12
X
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Fourierreihe = Funktion?

1
Fr(0) = 5+ (FG) + ()

> X

Wenn sie an x, stetig ist
(Grenzwerte und Funktionswert gleich)
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Spektraldarstellung

4= |0 = V5 e

a = Asin(p) —

S @ = arcsin(%)

oder allgemein: b )
Q= arctan(%) .a>0,b>0

@ = arctan (%) +1,b<0 \ a
g0=arctan(%)+2n,a<0,b<0 \
(entspricht Umrechnung bei 0,

komplexen Zahlen)

S~
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Spektraldarstellung

A= ()| = Vb + a3

anp = 4p Sin((Pn)a T

¢y = arcsin(=*) b,,a,)
n nvn

b, = A, cos(@,)

oder allgemein:

@, = arctan (%) ,ap >0,b, >0 A\ a

@, = arctan (Z—") +m,b, <0 \

¢, = arctan (%) + 2m,a,, < 0,b, <0 Pn

n

(entspricht Umrechnung bei
komplexen Zahlen)

\
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gerade / ungerade Funktionen

» wenn f eine gerade Funktion ist: b,, = 0

» Gerade: f(x) = f(—x)

» sin wirde dafir sorgen, dass die Funktion nicht mehr gerade ist = nur cos-Anteile
» wenn f eine ungerade Funktion ist: a,, = 0

» Ungerade: f(x) = —f(—x)

> cos wurde dafir sorgen, dass die Funktion nicht mehr ungerade ist - nur sin-Anteile
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Ubung

» 2-periodisch fortgesetzte
Betragsfunktion
umx =0 ' S x

f(x) = z (a,, cos —x) + b sm(—nx))

_0
2
Mit L = =

2

Und den Fourier-Koeffizienten:

L rcos(x d
= — X)COS(—X X

L) | ,a L

1

L+a
[

n\— d
JL f(x) sl X)ax
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LOosung
» 2-periodisch fortgesetzte » Offensichtlich gerade Funktion
Betragsfunktion > by=0
umx =0 »oap = f_ll |x| * cos(nmx) dx = f_ol —x * cos(nmx) dx +
f01 x * cos(nmx) dx

=2 ([% sin(nnx)]:) — fol i sin(nmx) dx)

=2 (O + [— ! cos(nnx)]z) -2 ((-D"-1)

n2m? n2m?

» = {n2g2’

0,n gerade

nungerade
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a, und b,

» fur a,, und b,, sind die Integrationsgrenzen egal, nur das Integral muss
eine Breite von T haben.

1 L+a
Pan =o)L

» damit auch von 0 bis T = 2L
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Ubung » Bestimmung der zur Funktion f: [0,4[—- R: f(x) = x — 2
gehorigen Fourierreihe

» Funktion ungerade = a,, sind 0
> b, = %f:(x — 2) sin G nnx) dx

> = % ([(x —2) (— 2 cos G nnx))r — f: — 2 cos (% nnx) dx)

nm 0 nm
1 8 4 . (1 4
=== —|- sin (= nmx
2 nm n2m? 2 0
> 4 \ ' J
T nm 0
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Losung der Ubung

P f@) ~ Ehay — o sin( )
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komplexe Darstellung

» Darstellung von sin und cos durch e-Funktionen
> spéater mit Matrizen (bei der DFT) einfacher
» Wie kommt man von a,, und b,, auf ein c¢,,?

in—nx . nm . nrm
> ocpe LT =y (cos (Tx) + i sin (Tx))
» Ware c,, = a,, — ib,, Problem: Imaginéarteil > muss sich aufheben

> =>c, = %(an — ib,) + Erweiterung der Reihe, sodass sie bel —N beginnt

» Verwendung bei DFT + Fouriertransformation (nicht periodischer Fkt.)
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Direkte Berechnung

> % + > 1(a, cos (nL—n x) + bnsin(nL—n x))
inm
=YY% L cpxelL”
neme inm
Ao

mit c,,= if_LLf(x)e_Txdx und c, = ~
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Umformung in andere Darstellungsformen

>y =%(an_ibn)
> a, =2+*R(c,) und b, = -2 *J(c,)
> A, = JaZ + b2 = 2|c,|

> ¢ mit a,, und b,, (siehe Folie Spektraldarstellung)
oder komplex: arg(ic,)
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Ubung » Umrechnung von c,, = %eT In Fourierdarstellung (2-periodisch)
»ocp = %(an — iby)
»oelX = Cos(x) + i sin(x)

> fx) = +Zn 1(ancos(L )+b sm(—x))

> MltL=E

= (eon (1) i (1)

> 2>a,= 2x*R(,) =%cos (%)

> 2> b, =-2+3(c,) = —Esm (n:)

> f(x) =X>_(a, cos(nmx) + b, sin(nmx))
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Diskrete Fouriertransformation

» Ziel: Bestimmung der Schwingungsgleichung (damit auch deren
Frequenzen) aus Messwerten

» Auf Basis der Fourierreihe

» Problem: keine Funktion, sondern nur Messwerte:
> Integrale kénnen nicht mehr gebildet werden
» - Alternative: Uber Riemannsche Summe (vgl. Herleitung Integral)
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Aufgabenstellung grafisch

8 Y-Werte » Diese Daten in eine periodische Funktion
umwandeln, die bei den Messstellen die
! ! Messwerte annimmt
i » Annahme: Funktion ist 4-periodisch, d.h.
5 I f(4) = 1(0)
4 . . . .
» Erstes Ziel: Bestimmung der Koeffizienten
’ I fir die Sinus-/Cosinus-Funktionen
’ » Damit erhalt man eine Funktion
1l e
0
0 1 2 3 4
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Aufgabenstellung grafisch

8 Y-Werte » Umso mehr Daten (umso mehr Messungen
pro Sekunde) desto genauer kann die
! Annaherung sein
i » Wichtig: die Funktion muss unbedingt T-
’ periodisch sein, ansonsten keine
‘ Annaherung moglich
3
2
1
0
0 1 2 3 4

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 47



Medizinische Informatik

Universitat Heidelberg
Hochschule Heilbronn

FFN

HOCHSCHULE HEILBRONN

Nyquist-Theorem

» Abtastfrequenz muss > 2
* grol3te Signalfrequenz
sein
» Bei Sound: HOrspektrum bis

ca. 20kHz: 44100

Samples/Sekunde (ca.
2%...)

Quelle: Vorlesung ,Datenubertragung*
von Prof. Dr. Wolfgang Hel3

Amplitude

Amplitude

Amplitude

P W | W
-

a) Signalfrequenz 100 Hz, Abtastfrequ enz 1000 Hz

|

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Zeit ins
¢) Signalfrequenz 500 Hz, Abtastfrequenz 1000 Hz

alittan

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Zeit ins
e) Signalfrequenz 650 Hz, Abtastfrequenz 1000 Hz
1 . . .

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Zeit in s
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Amplitude

Amplitude

Amplitude

0.5+

JUW
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N N QRAMA S

b) Slgnalfrequenz 350 Hz, Abtastfrequenz 1000 Hz
1

0.5}
0
-0.5¢
At . . _
0 0.005 0.01 0.015 0.02
Zeit ins

d) Signalfrequenz 500 Hz, Abtastfrequenz 1000 Hz
1t ; . ;

0.5

-1+ ; ) : i

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Zeit in s

f) Signalfrequenz 900 Hz, Abtastfrequenz 1000 Hz

SIS
il

0 0.005 0.01 0.015 0.02
Zeit in s

o
i
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DFT

> vy, = f(x): Abtastwerte

> x;: Stitzstellen (in unseren Fallen gleichverteilt) mit x;, = %k, k =
0,..,N — 1, also mit dem Abstand %

» Messung von 0 bis T = 2L

> ay = 2 3NZ3 f () cos(E x)

Ao 1 onN-1

> by =~ 3NZ3 f () sin(E x)
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Grafische Darstellung

> v, Abtastwerte

> x;,. Stitzstellen

» Was sind die x;s bei N = 10?
» Und was die y;s? (ca.)

> oa, = —Z’,\}' Olf(xk)cos(—xk)
- = Z f(xk)

> b, = ﬁzg;&f(xk)Sin(nL_n Xk )

x|

Yk =

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de
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DFT in komplexer Schreibweise

> a,, b, - ¢,

» Wie bei Fourierreihen:

inn i2mn

" =% k=0 fCa) e 17 =% N f)e v "
> cn = DFT{f (x;)}
» Umkehrbar (inverse diskrete Fouriertransformation):

ImTxp, 21k

> f(xg) = 211\1,;(} Ch€ L "= Zrl\z’;& Cn e N = IDFT{c,}
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DFT

» Signalfolge: Folge der Messwerte (f (xy)),
0<k<N-1

» Spektralfolge: Folge von ay,a,, b, 1<n <N -1
oder komplex: ¢, 0 <n<N -1
» - Welche Frequenzen treten wie stark in der zu konstruierenden Funktion auf?

» Korrespondenzschreibweise: f(x;,) o—e ¢,
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DFT - Matrizenschreibweilse

1 N—1 _i2nnk
ooy = ﬁZk=O f(xp)e N

—i27

» Definiere w = e N (immer gleich, nur n, k verschieden)

ooy = S INZEF ) W (g = £ ()

(co ) (1 1 1 1 1 Y vo
Cy 1 Y w2 w3 w1 V1
> : :

Cpy N1l w" wi? w3 . waN-D Ve
N-1 (N-1)2 (N-1)3 (N=1)N-1)

\CN-1/ Jow w w W J\¥N-1/

L_._V_._J . " N y y
=C :=Transformationsmatrk F -
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DFT - Matrizenschreibweilse

> Kurz: ¢ = %F xy bzw. y = NF~1¢

> IDFT: mity, = YN -tc, * w™k

™
B

Y1

Yk

(1 1 1 1

\YN-1/

| w W2 W
| wK k2 k3
§ GN-1  o(N-12  =(N-1)3
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<N-1
k(N-1)

(N=D(N-1)

J

4 Co A
Ci
Ck

\CN-1/
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DFT - Matrizenschreibweilse

» Berechnung und Darstellung viel einfacher
> Beispiel:
> Y=Ly, =2(T=2)
» Gesucht: Funktionsgleichung, die diese 2-periodische Funktion approximiert

> (CO) =%(1 vlv)*(%) mit w = e_izTn= el™ = —1
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Beispiel Fortsetzung

N—1 inxkn
iTxn 3 L .
>f(xk)z27:5:06”'8 1 =E*eo_z*elﬂxk

=33~
(bei Darstellung von Werten # 1; 2 beachten: nur der Realtell)

> In reeller Schreibweise:
1 . 3
>, = E(an —ib,) ->% =2,a;=—1
> flx) = % — cos(1mx) - ist aber falsch!

> flx) = % — %cos(lnx) - ist richtig!
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Beispiel Fortsetzung / Symmetrie

» Wiederholung komplexe Darstellung bei Fourierreihe
> Statt YN_, ...istes XN__ ..., damit sich die Imaginarteile von c,, aufheben
» Esqilt: cy—, = ¢,

figg | (1 1 1 1)(f(xy)) [ f(xo)+f(x))+f(xy)+f(x3) )
Cy 1|11 -1 =1 1 |]f(xy) f(xg)—11(x))—1f(x,)+11(x3)
c,| 4|1 -1 1 =1||1f(x,) f(xg)—1(x))+1(x,)—-1(x3)

L C3 ) d 1 =1 -1\ f(x3), F(x)+11(x))—1(x,)-11(x3))

| —

» - alle Informationen sind in ¢, bis cnv enthalten.
2
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Symmetrie

» Dacy_, = ¢, gilt auch cN_g = cn — cn ist reell.
2 2

s CN = %aﬂ (dac, = %(an — iby))

2 2

> o = ~a (siehe cw)
2
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DFT in reeller Darstellung

N

N—1 inxkn =1 inxkn N
> f(xg) =XnZocCne L =cg +Z;=16ne L "+ CN COS (Zxk) +
2
iTL'Xk
— n
X N, CneE

Tl=;+1

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 59



Medizinische Informatik
Universitdt Heidelberg
Hochschule Heilbronn

5 HOCHSCHULE HEILBRONN
HEILBRONN UNIVERSITY

N ; N ;
—1 lTL'xk —1 mxk
2 n 2 —MNn
N . .
_ 5_1 lTL'xkn lTL'xkn

che L +cpe L

N_q

_ 2 TXkgn . TXkn
= n=1ancos( ; )+bnsm( . )

(a + bi) * (c + di) = ac + adi + bci — bd
(a + bi) * (c + di) = ac — adi — bci — bd

. . an ibp
Mit (a + bl) = Cn.= (7 —T)
und (c +di) =e I~ = cos (nkan) + sin (nkan) i
-> (a + bi) = (c + di)+(a + bi) = (c + di)

= 2ac — 2bd = a,, cos (mzkn) + by sin (mzkn)
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inxkn ﬂ_l inxkn TN
P f(xg) =Xngcne L T =co+Xi_cpe L 4w cos(zxk) +
2
N—1 inxkn
Ch,€ L
Zn=ﬂ+1 n
2
N 1 an N

_ % 5 XN . [(TTxEn ) 2 (n_ )

> fxy) ” +( n=1ancos( p )+bnsm( p ) + % cos (- x
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Nyquist-Theorem mathematisch

» Wenn man bis Signale mit einer Frequenz bis f,,,x analysieren mdchte,
braucht man eine Abtastfrequenz von > 2 * f,, .

N
__ag -1 XN . (Txpn N
> f(xg) = - T ( S, 0n cos( - ) + b, sm( ’ )) +72 COS (Zx") -> d.h.
hochste Frequenz ist gIZn == =2 = Ef1 -> 2N Messwerte, Um fax =

4L 2T 2
N fymessen zu konnen
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Diskrete Fourier-Transformation

» Aufwandig, da N4 Summen und 2(N — 1)? + N Multiplikationen notwendig
sind
» = bei vielen Messwerten sehr rechen- und zeitintensiv
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DFT ist eine lineare Funktion

» -> siehe LA: Funktion ist durch die Transformationsmatrix F darstellbar
Chn=Fxy
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Faltung zweler Folgen

» Der Signalfolgen: (y;S) (Messwerte)
P Wi * Y = Ym0 Win * Yk-m

» Der Spektralfolgen: (c,S)
¥ oan*by = T30 am * byim

t

NICHT die Fourier-Koeffizienten in Fourierdarstellung! ¢, = ap, ¢1,, = by
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Faltungssatz

» wg und y, seine 2 Signalfolgen (Messwerte) mit den Spektralfolgen a,, =
DFT{w,}

und b, = DFT{y,}
> Cn = DFT{Wk * YR} =an * by = 211;]1_:10 A * by—m

1 1 _
> Zg = IDFT(an * bn) — N(Wk *yk) = N ]1¥1=%)Wm *Vk—-m

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 67



Universitdt Heidelberg
Hochschule Heilbronn

Medizinische Informatik i F F N

HOCHSCHULE HEILBRONN
HEILBRONN UNIVERSITY

FFT

» Prinzip: DFT der Lange N auf 2 DFT der Lange % zuruckfuhren

» DFT von g auf% usw. bis trivial

» Aufteilung auf gerade und ungerade Indizes k:

_izm
w(N) =e™ V)
N
| Ny N\mn
» Gerade: c), = I =0 Yom * W (5)
N

1 Y1 N mn
» Ungerade: ¢, = . fn=0y2m+1 *W(E)

2
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1 -1 N\
» Gerade: ¢;, = T 2 o Yam * W (5)
2
N
1 «, 1 N\
» Ungerade: ¢}, = T 2 o Yam+1 ¥ W (5)
2
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Beispiel mit N = 4

Yo 4"C0
F(2) deg=2%2—1%2 =
Y2 > 4-cq
4cy = (—1) * 2 — 610
V1 4 - c,
F(2) 4e, =2%2+1%x2=6
Y3 g 4 - cq
4cy = (—1) *2 + 60
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Mit N =8

» Aufteilen auf 2 « DFT mit N = 4, diese dann wieder mit FFT I6sen (oder
natdrlich direkt)

Yo —¥

Y2 —

F(4)

Yo —

Yo —>

T

Y3 —>
F(4)

Ys —»

Y7 T
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Fouriertransformation

» Beliebige (nicht periodische) Funktion als Fourierreihe darstellen
» Grenzwertprozess: T — o
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w2 (:’:) - G _11) (g) N (_82)
b2 (E‘l’) - —)Q)=0)

> 4cy = 8+ w(4)? 3 =11
Doy =-2+w@ltx1=-2—1i
> 4c, =8—w(4)"*x3=5
4oy =-2—-—w@)lx1=-2+i

Hochschule Heilbronn, Medizinische Informatik, Simon Schweizer, simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de 74



MEDIZINISCHE INFORMATIK

UNIVERSITAT HEIDELBERG
HOCHSCHULE HEILBRONN

HOCHSCHULE HEILBRONN

TECHNIK WIRTSCHAEFTY INFORMATIK

Differentialrechnung

Analysis 2 - Tutorium

Simon Schweizer
Campus Heilbronn simon-tobias.schweizer@hs-heilbronn.de



Medizinische Informatik AP X F F N

Universitdt Heidelberg

Hochschule Heilbronn 4§ HOCHSCHULE HEILBRONN

HEILBRONN UNIVERSITY

Grundbegriffe

» Abstand: d(x,y) = |x — y| = \/(x1 —y1)% + (x —y2)4 + ot (= y)?
» & —Umgebung:

» Menge an Punkten x um x, mit |[Xx — x| < €

T T 1T

Xg—& X9 XotE€
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Intervalle

» Abgeschlossenes Intervall (mit Grenzpunkten)
» [ =a,b]
» Offenes Intervall (ohne Grenzen)
» I=1(a,b)=]a,b|
» Halboffenes Intervall
» I =[a,b) = [a, b[ (oben offen)
» I =(a,b] =]a,b] (unten offen)

X1
- M n S S .
»2Il=4x=|: |eR*|a;= x;=b;,i =1,...,n
< <
xn
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Tellmengen

» Offene Teilmenge

> Vx € U:3e > 0: U.(x) c U : Wenn es fur jeden Punkt eine Umgebung gibt, in der auch
alle Punkte in der Teilmenge enthalten sind

» ->eine Menge ohne Randpunkte

» Abgeschlossene Teilmenge
» Wenn R™\U eine offene Teilmenge ist
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Rand / Randpunkte

» Randpunkt: In jeder (¢ —=)Umgebung gibt es einen Punkt aus U und einen
Punkt aus R™\U (Punkt, der nicht aus U ist)

» Alle Punkte zusammen: Rand
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Tellmengen

» Teilmenge beschrankt, wenn ein abgeschlossenes Intervall I existiert mit
x C |

» Kompakt: beschrankt und
abgeschlossen
(mit Randpunkten)
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Folgen im R"™

80

» Jedemk e Nisteinx =| : |zugeordnet.
(k)
xTL

Kurz ("))
» Konvergenz: Die Folge konvergiert, wenn alle Koordinatengleichungen

konvergieren
O a,
» ->x=| : |konvergiert gegen ( : ) wenn x; gegen a4, x, gegen a,, ..., x, gegen a;
(k) a
Xn n

konvergiert
» Eine Folge kann maximal einen Grenzwert haben
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KOORDINATENSYSTEME
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Koordinatensysteme
» Polarkoordinaten (im R?)

Darstellung von kartesischen
Koordinaten durch r (= 0) und den
Winkel ¢ € [0,2m)
— X\ — 2 2

r=|C) ==+ | x %)
x = rsin(¢)

. X
S @ = arcsm(;)
y =1 cos(¢@) \
S @ = arccos(%) \
oder allgemein:
Q= arctan(g) ,y>0,x>0

—

(@ = arctan (%) +m1,x<0

Q= arctan(%) +2m,y<0,x<0

(entspricht Umrechnung bei
komplexen Zahlen)
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Koordinatensysteme

X

» Zylinderkoordinaten (im R3) { y
Z
» Wie Polarkoordinaten x,y — r, ¢

» Dritte Koordinate bleibt erhalten z - z
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Koordinatensysteme

» Kugelkoordinaten

X
(im R?) (y)
Z

X

)
A

> tan(g) =

» cos(8) = .

» x =rsin(0) cos(p)
» y = rsin(0) sin(¢)
» z =1cos(h)

> or =

IN R |
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Funktionen vom R™ nach R

» Definitonsmenge D c R?
» Wertemenge W = W(f) = {f(x)|[x e D} c R

» Punkten aus D wird ein Funktionswert (eine Zahl) zugewiesen
» z.B. f:R? - R: x und y wird die Hohe z zugewiesen
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Ebenen im R3

» Allgemein: ax + by +cz+d =0
» Oder auch: ax + by + ¢ = z (a,b,c nicht identisch)

» In die Gleichungen kdnnen die Spurpunkte (auf den Achsen) sehr leicht
eingesetzt werden
-> a,b,c(,d) berechnen
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Rotationsflachen

» Rotationssymetrisch (zur z-Achse): Funktionswert/ Flachengleichung ist
unabhangig vom Winkel ¢

» Haufig Darstellung in Zylinderkoordinaten (da von ¢ unabhangig)

> Allgemein: rotationssymetrisch zur z-Achse: x, y kommen in der Gleichung immer nur
als x? + y* vor:

> z.B. sin(\/x2 + yz), da x? + y% =r?

»
»

A 4
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Ubung Rotationsflache

» Rotationskorper mit:

»0<z<2m r(z) = sin®(2)
AL A A A
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Schnittkurvendiagramme

» Schnitte parallel zu Ebenen: in eine Variable wird eine Konstante
eingesetzt

» Z.B. parallel zur x — y-Ebene: fur z wird eine Konstante, z.B. 5 eingesetzt und nach
den anderen Variablen umgeformt
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Grenzwert

» Eine Funktion f: U\{x,} —» R hat den Grenzwert ¢, wenn flr jede Folge, die
gegen x, konvergiert, gilt:
lim f(x®)) =¢

k—oo

» Das muss fir jede Folge erfiillt sein!
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Ubung Grenzwert

sin(x2+vy2) ... _—
- (x*+y )fur x = 0 einen Grenzwert?
sin(x?2—-y?2)

» Hat f(x) =

sin(x2+y?) _sin(x?)

sin(x2-y2) sin(x2)

=1-1

» Nein, da z.B. firy = 0, x - 0 gilt:

» Aber fiir x = 0, y =0 sin(x2+y?)_ sin(y?) _ sin(y?) _ —1 > —1

sin(xz—yz)_sin(—yz) ~ —sin(y2)

» Und -1 #1
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Ableitungen

» Partielle Ableitung: Ableitung der Funktion f nach x;
of (.2 3y _ 3 0f (2 3y _ 2
> o, (X° T xy?) =2x+y ,ay(x + xy>) = 3xy
» Schreibweise: g—i (f nach x abgeleitet) = f,

» Stetig differenzierbar: Differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind
stetig

» Satz von Schwarz: Reihenfolge der Differentiation ist egal, d.h.
9

sxay ] 6 Y) = ayaaxf (x,¥)
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Gradient

X
» Vektor der Ableitungen nach den verschiedenen Variablen (x;s) x = (y)
VA

X
> f (y) = x%+y? + z*2

Z

of
X gx &) 2x
> grad f (y) = é(f) = <2y>
L \Lw)

0z
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Tangentialebene

» Im R? gibt es Tangenten (geraden), die an beliebiger Stelle x, anliegen
und die gleiche Steigung wie f(x,) besitzen:

> oyr = f(xe)(x — x0) + f(x0)
» Gleiches gilt auch fur R3:
> z=(grad f(x5))(& — Xo) + f ()
= fx(x0, ¥0) (x — x0) + f,(x0, ¥0) (¥ — ¥0) + f (X0, ¥0)

» Wie auch in R? muss die errechnete Tangentialebene keine
Tangentialebene an dieser Stelle sein: gilt nur, wenn f an x, stetig
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Ubung Tangentialebene

» Tangentialebene von z = f(x,y) = 2x%y — 4y im Punkt
P(1,2,f(1,2))

> zp = (grad f (%)) (X — Xg) + f (xo)
> grad f ((;)) = (Z:sz 4) = (_82)

PZT=(_82)(9?—(;))—4=8x—8—2y+4—4
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Fehlerrechnung/-fortpflanzung

» Totales Differential
» Wie andern sich Funktions-/Tangentenwerte bei Anderung von Ax und Ay?

» Funktionsénderung: Az = f ((;C/ i 2@) -/ ((;)>

» Tangentialebenenanderung:
dz = f,(x0,¥0)Ax + f,, (%0, V0) Ay
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Fehlerrechnung

» Richtiger Wert: x
» Naherungswert: x
» -> absoluter Fehler: Ax = |x — x|

» Fehler meist kleiner als bekannter Wert: Ax < 6
» flr kleine Schranken (&) qgilt: Ay < |f'(X)| *§

» Allgemein: Ay < ¥ . ‘g—i (X)| * Ax; (Ax; =~ 6;)
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EXTREMWERTE
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Extremwerte

» Relative Minima/Maxima: e-Umgebung um X, in der fir alle x gilt: f(x,) =
bzw. < f(X)

» Absolute Minima/Maxima: fir alle x € U gilt: f(xy) = bzw. < f(x)
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Wann Minima/ Maxima?

» Notwendig: grad f(xg) = 0
(entspricht f'(xy) = 0)

» Alle Punkte ¥; € U mit grad x; = 0: Stationare Punkte

» Unterscheiden zwischen Minimum, Maximum und Sattelpunkt (grad = 0,
aber kein Min./Max.)
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Hessesche Matrix

» Bedingung fur Hessesche Matrix: U c R, f: U - R
2 mal stetig differenzierbar (,Ableitung” stetig)

(o . o)
dx2 dx,0xy
0%f 0%f
\axnaxl dx2 /

0°f _  0*f
0x;0x; - 6xj6xi

» Laut Satz von Schwarz:
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Ubung Extremwerte

> iR > R f(x,y) = e / o°f . _9f \
0xf 0x,0xy,
» grad f(x,y) H () = . .

» Hessesche Matrix He(x, y) 0° 0*f

0x,0x;  0x,?
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Ubung Extremwerte

> fiR? > R:f(x,y) = e of . 9
> grad f(x,y) H(2) = aj.clz , axl.a *n
f - . ‘. :
» Hessesche Matrix He(x,y) o’f 0
0x,,0x4 dx,> /
> y2e*y e*Y + xye*V
e*Y + xye™y x2e*Vy
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Positiv/negativ definite Matrizen

» Positivinegativ definit; fur alle € R", % # 0 gilt:
T« Axx>0bzw. <0

» Indefinit: mindestens 1 x mit X7 s A*x >0und 1 X
mitx? «sA*xx <0
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Definit Uber Determinanten

» Praktisch: Berechnung tber Determinanten: (nur fr
symmetrische Matrizen -> bei uns immer der Fall)

a bl c a b
» A=|d e f|. Definiere A =(a) A, = ( )
g h i d e

» Positiv definit, wenn det(4,) > 0 ... det(4,,) >0
» Negativ definit, wenn det(4,) < 0,det(4,) > 0, ...
» Diese Determinanten heil3en Hauptminoren (LA)
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Ubung definite Matrizen

10 -2 0

> st (—2 1 O) definit?
0 0 5

» Berechnen der Hauptminoren

» det(4,) =10

> det(4,) =10—4=6

» det(43) =5 xdet(4,) = 30

» -> positiv definit
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Definite Matrizen -> Extremwert?

» Wenn grad f(x,) = 0, also x, stationarer Punkt:
> Ist He(xg) positiv definit: relatives Minimum

> Ist He(xo) negativ definit: relatives Maximum
> Ist H(xg) indefinit: Sattelpunkt
» Ansonsten: keine Aussage mdaglich
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Ubung Extrempunkte

> f:R? - R: f(x,y) = XY (wie Ubung grad und Hessesche Matrix)
» Wo sind Extrempunkte, und sind diese jeweils Maxima oder Minima?

» Als Extrempunkt kommt nur (O) Infrage.

0
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175
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’ / 4 / 7 T y
X
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Gebiet + konstante Funktion

» Menge, die offen und zusammenhangend ist (es also von jedem x; € G zu
jedem x, € G Punkte gibt, sodass die Strecken in G liegen.

» Konstante Funktion:
VEIEG f(X) =ao VXEGgrad f(¥) =0
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Ausgleichspolynome

» Messwerte -> Polynom mit moéglichst geringer Abweichung

» Abweichung: F = X, (f(x;) — y;)? (mit Methode der kleinsten Quadrate)
» 1. Erstellen des allg. Polynoms n-ten Grades
» 2. Einsetzen in F, Bestimmung des Minimums
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Ausgleichspolynome (LA)

t; . .
» Messdaten: (bll) (t;: t-Koordinate, b;: y-Koordinate)

» m: Polynomgrad

1 t, t& ... t%) b,
> Mit A_|l b 2 ... t9jlundb =1 |qilt:
I : b,
1ot t th
Ao
by =Y oapttmit| )= (ATA)IATD
am
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Ubung Ausgleichspolynom

IR 3

oo N - O
A W N P
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Funktionen vom R" in den R™

» Beispielsweise: f(t) = ((s:?r?((f)))

oder /() = (7 )

» Grenzwert: Wenn Einzelfunktionen Grenzwert besitzen
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Jacobische Funktionalmatrix/ Differential

» Zeilenweise die Gradienten der einzelnen Funktionen

o .. on
dxq 0xn
D) =JrG) = ¢
Ofm ., 9fm
dxq 0xn
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Ubung Differential

2y?
() B Y NN L

> Dy ((;)) _ (leyz Zylxz) 6_x1 E

(@)= 1=C
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Kettenregel

> h=foge f(g(®)mitg: R! - R, f: R™ - R™
» Fur die Jacobische Funktionalmatrix von h gilt:
» Dp(X) = De(X) * Dy(X)

» ,aulRere Ableitung mal innere Ableitung*
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Ubung Kettenregel

X

y
x? + y?
1
» g(a,b,c,d)=a+b+c+d

> flxy) =

0
1 |_
2y =1+2x 1+ 2y)

0
Pg(f(x,y))=x+y+x2+y2+1

> Dg(f(x,y)) — (1 11 1) *

1
0
2X
0
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Integralrechnung im R"

» Wiederholung: Integrale im R?
> Integral entspricht Flacheninhalt (im Regelfall)
» Komplexere Funktionen wurden durch Rechtecke angenahert

> R3
» Integral entspricht Volumen
» Komplexere Funktionen werden durch Quader/Objekte im R® angenahert
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» Annéherung des Integrals durch kleine Korper des R™ (im R#: Rechtecke,
Kreisbogen; im R3: Quader, Kugelteile, ...)

»ImR3: [ f(x,y)d(x,y)
> Integrierbar, wenn auf I stetig oder stlickweise stetig und beschrankt
» Bei nur in Teilbereichen definierten Funktionen wird f(x) = 0 gesetzt
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Bekannte Eigenschaften

> +gdy) = [ fdlx,y) + [ gd(x,y)

> fexfley)dxy) =cf f(x,y) d(x,y)

» Wenn Grenzen nicht voneinander abhangig gilt:
L fydzc f(x, y)dydx = fy‘icff:af (x, y)dxdy

» Wenn Produkt zweier Funktionen, die von unterschiedlichen Variablen abhangig
sind:

b ) g(d(x,y)
= (f L fGdx )+ (f_ g(dy)
> Integrale Uber Intervalle lassen sich aufteilen auf Intervalle von Teilintervallen
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Wiederholung Integration

» Verfahren

> Integration durch Substitution

> Integration durch partielle Integration

» Integration durch Partialbruchzerlegung

» Siehe https://tutorium.sisch.website/presentation.php?content=integralrechnung
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Ubung Mehrfachintegral

2 (1
P Lo Jemo Xy dxdy
2 (1
> fy:O J._,(x +y) dxdy
2 y
P oo Jimo Xy dxdy

2
o fgf:o [ xyz dxdydz
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Flachenelement

» d(x,y) = dA = dx = dy (infinitesimal kleines) Flachenelement
> Bl = [[,1xd(x,y)
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Bereich herausfinden

» Doppelintegral (2 Variablen)

» Je nach Bereich in kartesischen oder Polarkoordinaten (in Abhangigkeit
von x,y oder r, @)
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In kartesischen Koordinaten

d
a b X X
Typ 1: Grenze nach oben/unten Typ 2: Grenze nach links/rechts
in Abhangigkeit von x in Anhangigkeit von y
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In kartesischen Koordinaten

» Wenn Typ 1: S

b h(x) oo 2w
fx=a y=g(x)...dydx @M

» Wenn Typ 2: L

b rh(y)
> fy=a =g (y) - 4xdy
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Beispiel

Begrenzung durch: y; = /x und y, = x?
sowie x; =0und x, =1

Gesucht: Integral tber f(x,y) = x?

-
0.0 01 02 03 04 0508 07 08 05 10
X

2 ;'Z.D!i' .
' Viertelkreis im ersten Quadranten mithilfe von

Kartesischen Koordinaten und Radius R = 2

Gesucht: Integral Uber f(x,y) = y?

05T

0.0 } } } T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
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Polarkoordinaten

Normalbereich von Typ 1.
Te e @ lauft frei von a nach b
r ist abhangig von ¢
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Flachenelement 2

» Bei kartesischen Koordinaten: Rechteck

» Bei Polarkoordinaten: Kreisbogen

» Wichtig: Zum Ausgleich notwendig
»dxdy - rdrde
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Integral Polarkoordinaten

Normalbereich von Typ 1.:
@ lauft frei von a nach b
r ist abhangig von ¢

rn(p) =¢
r2(@p) = 2¢
@ € [0,2m]

Gesucht: Flacheninhalt = Integral Gber 1

2m

L U 2m 3 1
[—rzl do = j —@?de = [—<p3] = 473
=0 2 r:(p (P=02 2 0

2

2T f2¢Q
j j 1lrdrde = f
=0Jr=¢ ¢

4
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Beispiel

» Normalbereich vom Typ 2: r lauft frei zwischen a und b; ¢ ist abhangig
von r

Gesucht: Flacheninhalt
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Dreifachintegrale

> Integrale Uber ein Volumen
» dV: Volumenelement, in Kartesischen Koordinaten: dxdydz
> Beispielsweise

_ (b y2(x) Z2(x,y)
Wy Feey,DdCey,2) = [, [;25 0 o=z, Gy F O v, 2)dz dy dix
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Beispiel Dreifachintegral

Integral Giber x? des Volumens,
begrenzt durch:

x1=1,x2=2,y1=1,y2=2,Z1=0
und der Funktion z, = f(x,y) = %
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Zylinderkoordinaten

» Wie Polarkoordinaten, aber mit z-Komponente
» Variablen: ¢,r,z 2 dV =rdrde dz
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Beispiel Dreifachintegral Zylinderkoordinaten

Berechnung des Integrals Gber x% + y?
des dargestellten Bereichs.
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Kugelkoordinaten

» Angabe von ¢, 0,r
» Volumenelement dV = r2sin(0) dr d¢ db
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Beispiel Kugelkoordinaten

Integral Uber f(x,y,z) = x? + y? der
unteren Einheitskugelhalfte

2 04 08 08 10
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Kurven im R"

X1
» Normal: Funktion f || - | |,a; < x; < b;
xn

» Anschaulich: Einem x-Wert kénnen mehrere y-Werte zugewiesen werden

( f1(t) )
» Formal: K =<{x € R*|{x = f(t) = JtEI

\ f n.{t) )

» K ist die Kurve, f die Parameterdarstellung der Kurve

'
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Normale Funktionen als Kurve

» Wie stellt many = e*, x € [0,2] als Kurve dar?

f1(t)
> K=<x€eR"x=f(t)= JtEI

fa®
2= () = ().t € [02]]

>K={9?ER2

» QOder auch K = {3? € R?

S _ (2t

X = f(t) — (BZt)Jt € [011]}
» - Parameterdarstellung nicht eindeutig!

» Unterschied, ob von a nach b oder umgekehrt
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Begriffe

» Geschlossene Kurve: Anfangs- und Endpunkt sind gleich

» Jordankurve: injektiv, d.h. kein Punkt auf der Kurve kommt mehrmals vor -
> anschaulich: keine Uberkreuzungen

¥ v
fb)
) 0%}— fb)
fa)
Kurve im IR? ® Geschlossene ®
Kurve im IR*
¥ v
fa) = f{b)
fib
fia)
Jordankurve ® Geschlossene ®
im IR? Jordankurve im IR?
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Beispiele zu Kurven

1) aus im

» Darstellung eines Einheitskreises als Kurve, von (O

Uhrzeigersinn.
» Sinuskurve an der y-Achse (siehe Grafik)
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Tangente

( f1(®) )
» Kurve K ={x€eR*x=f({t)=| .. |, tely

\ fu(8) )

1)

f@©) +Af'(t),2 € R}

R 1(t)
» Tangentenvektor:f'(t) =
» Tangentengleichung T = {¥ =

f'(

» Tangenteneinheitsvektor:

|f<>||
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In Polarkoordinaten

» x =r=cos(p),y =r*sin(p)
Darstellung meist in Abhangigkeit von :

A (9)cos(p)
(s L, _ (r(@)cos(p
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Bogenlange
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Beispiel Bogenlange

» Lange der Kurve von f(t) = (sint(t)) ,0<t<2nm

Integral nicht von Hand ausrechnen!

, B 1
> £1O = (cos(0))
» L(K) = fozn J12 + cos(t)2 dt

_-:i_nt. {(zgrt (1+({cos(x) )2} ) ,x=0..2%ET)

e ()

‘float (%)
7.640395578
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restliche Inhalte (z.B. Kurvenintegrale) folgen noch
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Quellen

> Erstellt von Simon Schweizer im Rahmen des Analysis 2 —Tutoriums der
Medizinischen Informatik an der Hochschule Heilbronn / Universitat
Heidelberg

» Die Grafiken stammen, sofern sie nicht selbst erstellt sind, aus dem
Analysis 2 — Skript von Prof. Dr. Laun, Hochschule Heilbronn
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